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Abstract
The classical form of Gru¨ss’ inequality was first published by G. Gru¨ss and gives an
estimate of the difference between the integral of the product and the product of the
integrals of two functions. In the subsequent years, many variants of this inequality
appeared in the literature. The aim of this paper is to consider some Chebyshev-
Gru¨ss-type inequalities and apply them to the Bernstein-Euler-Jacobi (BEJ) operators
of first and second kind. The first and second moments of the operators will be of great
interest.
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1 Introducere
Iˆn cele ce urmeaza˘ vom prezenta rezultate clasice din literatura˘.
Inegalita˘t¸ile de tip Chebyshev-Gru¨ss au fost intens studiate de-a lungul anilor, mai ales
datorita˘ numeroaselor aplicat¸ii. Ele reprezinta˘ lega˘tura ıˆntre funct¸ionala lui Chebyshev s¸i
inegalitatea lui G. Gru¨ss.
Funct¸ionala descrisa˘ de
















unde f, g : [a, b]→ R sunt funct¸ii integrabile, este binecunoscuta˘ ıˆn literatura˘ drept funct¸ionala
clasica˘ a lui Chebyshev. Pentru detalii, articolul [3] poate fi de ajutor.
Un prim rezultat pe care ıˆl readucem ıˆn atent¸ia cititorului este dat de urma˘toarea teorema˘.
Teorema˘ 1.1. (vezi [16]) Fie f, g : [a, b] → R doua˘ funct¸ii ma˘rginite s¸i integrabile, ambele
cresca˘toare sau descresca˘toare. Mai mult, fie p : [a, b]→ R+0 o funct¸ie ma˘rginita˘ s¸i integrabila˘.
∗University of Duisburg-Essen, Faculty of Mathematics, Forsthausweg 2, 47057 Duisburg, Germany
















Daca˘ una din funct¸iile f sau g este cresca˘toare s¸i cealalta˘ este descresca˘toare, atunci inegal-
itatea (1.1) se inverseaza˘.
Remarca˘ 1.1. Relat¸ia (1.1) a fost introdusa˘ pentru prima oara˘ de ca˘tre P. L. Chebyshev ıˆn
1882 ( vezi [2]). Din acest motiv, este cunoscuta˘ sub numele de inegalitatea lui Chebyshev.
Iˆn continuare amintim unul din rezultatele esent¸iale pe care se bazeaza˘ cercetarea noastra˘,
s¸i anume inegalitatea lui Gru¨ss pentru funct¸ionala lui Chebyshev.
Teorema˘ 1.2. (vezi [11]) Fie f, g funct¸ii integrabile, definite pe intervalul [a, b] cu valori ıˆn
R, astfel ıˆncaˆt m ≤ f(x) ≤ M , p ≤ g(x) ≤ P , pentru orice x ∈ [a, b], unde m,M, p, P ∈ R.
Atunci are loc inegalitatea
(1.2) |T (f, g)| ≤
1
4
(M −m)(P − p).
Urma˘toarele inegalita˘t¸i de tip Chebyshev-Gru¨ss vor fi folosite ıˆn continuare, pentru a
introduce rezultatele noastre.
Teorema˘ 1.3. (vezi [21]) Daca˘ f, g ∈ C[a, b] s¸i x ∈ [a, b] este fixat, atunci are loc inegalitatea





f ; 2 ·
√






H((e1 − x)2; x)
)
.
Remarca˘ 1.2. Rezultatul de mai sus implica˘ folosirea celui mai mic majorant concav ω˜
al primului modul de continuitate. O definit¸ie s¸i detalii cu privire la acesta se ga˘sesc, de
exemplu, ıˆn [8].
Remarca˘ 1.3. Scopul nostru este sa˘ aplica˘m inegalitatea de mai sus ıˆn cazul operatorilor
BEJ de tipul I s¸i II, pentru diferite cazuri, luaˆnd ıˆn considerare diferitele momente de ordinul
doi.
Iˆn cazul operatorilor liniari s¸i pozitivi care reproduc funct¸iile constante, dar nu le reproduc
pe cele liniare, avem urma˘torul rezultat.
Teorema˘ 1.4. (vezi Corolarul 5.1. din [8]) Daca˘ H : C[a, b] → C[a, b] este un operator
liniar s¸i pozitiv, care reproduce funct¸ii constante, atunci pentru f, g ∈ C[a, b] s¸i x ∈ [a, b]
fixat, au loc urma˘toarele inegalita˘t¸i:





















f ; 2 ·
√






H((e1 − x)2; x)
)
.
Remarca˘ 1.4. Pentru a aplica inegalitatea de mai sus unora din cazurile operatorilor BEJ
de tipul I sau II, avem ıˆn primul raˆnd nevoie de momentele de ordinul ıˆntaˆi. Apoi trebuie
sa˘ calcula˘m diferent¸e de tipul T (e1, e1; x) := H(e2; x) − H(e1; x)
2. Daca˘ operatorul H nu
reproduce funct¸iile liniare, se obt¸ine o ıˆmbuna˘ta˘t¸ire a inegalita˘t¸ii (1.3).
2
Operatorii Bernstein-Euler-Jacobi (BEJ) sunt ıˆmpa˘rt¸it¸i ıˆn doua˘ clase: BEJ de tip I s¸i
BEJ de tip II. Scopul acestui articol este de a aplica inegalita˘t¸ile de tip Chebyshev-Gru¨ss
de mai sus acestor tipuri de operatori. Iˆn rezultatele urma˘toare momentele de ordinul unu s¸i
cele de ordinul doi vor fi de mare interes.
Operatorii BEJ de tipul I, ca s¸i clasa˘ de operatori pozitivi s¸i liniari, pot fi definit¸i dupa˘
cum urmeaza˘. Pentru mai multe detalii, vezi [23].
Definit¸ie 1.5. Definim R
(r,a,b)
m,n : C[0, 1]→ C[0, 1] ca fiind compozit¸ia
R(r,a,b)m,n = Bm ◦ B
a,b
r ◦Bn,
pentru r > 0, a, b ≥ −1, n,m > 1. Iˆn ecuat¸ia de mai sus, Ba,br este operatorul Euler-Jacobi-
Beta definit ıˆn [9] s¸i Bn, Bm sunt operatorii Bernstein de ordin n s¸i m.
Remarca˘ 1.5. Operatorii BEJ de tip I reproduc constantele. Pentru anumite valori ale lui
a, respectiv b, s¸i anume pentru a = b = −1, sunt reproduse s¸i funct¸iile liniare.
A doua clasa˘ de operatori liniari s¸i pozitivi pe care ıˆi considera˘m sunt BEJ de tipul II.
Definit¸ia este data˘ ıˆn continuare.









s sunt operatori de tip Euler-Jacobi Beta s¸i Bn este operatorul Bernstein de ordin
n.
Remarca˘ 1.6. Operatorii BEJ de tip II reproduc constantele. Pentru anumite valori ale lui
a, b s¸i c, d, s¸i anume pentru a = b = c = d = −1, sunt reproduse s¸i funct¸iile liniare.
2 Momentele de ordinul unu s¸i doi
Lema˘ 2.1. Pentru clasa de operatori BEJ de tipul I momentele de ordinul 1 s¸i 2 sunt
date de:
(2.1) R(r,a,b)m,n ((e1 − xe0)
1; x) =
a + 1− x(a + b+ 2)





m,n ((e1 − xe0)
2; x) =
x2[mn(a2 + b2 + 5a+ 5b+ 2ab+ 6− r) + r2(1−m− n)]
mn(r + a+ b+ 2)(r + a + b+ 3)
−
−
x[mn(2a2 + 2ab+ 8a+ 2b+ 6− r) + r2(1−m− n) +mr(a− b)]
mn(r + a+ b+ 2)(r + a + b+ 3)
+
+
[mn(a + 1)(a+ 2) +m(r(a+ 1) + ab+ a+ b+ 1)]
mn(r + a + b+ 2)(r + a+ b+ 3)
Pentru detalii ıˆn ceea ce prives¸te demonstrat¸ia, vezi [23].
3
Lema˘ 2.2. Pentru clasa de operatori BEJ de tipul II momentele de ordinul 1 s¸i 2 sunt
date de:
R(s,c,d;r,a,b)n ((e1 − xe0)
1; x) =
−x [r(c+ d+ 2) + (a + b+ 2)(s+ c+ d+ 2)]
(r + a+ b+ 2)(s+ c + d+ 2)
+(2.3)
+
r(c+ 1) + (s+ c+ d+ 2)(a+ 1)





n ((e1 − xe0)
2; x) =
(n− 1)(a2 + b2 + 2ab+ 5a+ 5b+ 6− r)(sx+ c + 1)(sx+ c+ 2)
n(r + a+ b+ 2)(r + a+ b+ 3)(s+ c+ d+ 2)(s+ c+ d+ 3)
+
+
(a2 + b2 + 2ab+ 5a+ 5b+ 6− r − n(2ab+ 2a2 + 8a+ 2b+ 6− r))(sx+ c+ 1)
n(r + a+ b+ 2)(r + a+ b+ 3)(s+ c+ d+ 2)
+
+
a2 + 3a+ 2
(r + a+ b+ 2)(r + a+ b+ 3)
+
(sx+ c+ 1)(sx+ c+ 2)




n(s + c+ d+ 2)
−
c2 + d2 + 2cd+ 5c+ 5d+ 6− s
(s+ c+ d+ 2)(s+ c + d+ 3)
x2+
+
2cd+ 2c2 + 8c+ 2d+ 6− s
(s+ c+ d+ 2)(s+ c+ d+ 3)
x−
c2 + 3c+ 2




n(r + a+ b+ 2)(s+ c+ d+ 2)
−
2r(sx+ c+ 1)(sx+ c+ 2)
n(r + a+ b+ 2)(s+ c+ d+ 2)(s+ c + d+ 3)
+
+
2r(sx+ c+ 1)(sx+ c+ 2)
(r + a+ b+ 2)(s+ c + d+ 2)(s+ c+ d+ 3)
+
2(a+ 1− x(2r + a + b+ 2))(sx+ c+ 1)




r + a + b+ 2
+ 2x2.
Pentru detalii ıˆn ceea ce prives¸te demonstrat¸ia, vezi [23].
Mult¸i operatori uzuali pot fi rega˘sit¸i daca˘ particulariza˘m valorile indicilor. Astfel ıˆn
primele cinci tabele prezentate in Anexa˘ rega˘sim momentele de ordinul doi, pentru cazurile
particulare pe care am reus¸it sa˘ le localiza˘m ıˆn literatura˘, determinate pe baza ecuat¸iilor




3 Inegalita˘t¸i Chebyshev-Gru¨ss pentru operatorii BEJ
de tip I s¸i II
Iˆn continuare aplica˘m inegalitatea de tip Chebyshev-Gru¨ss, data˘ de (1.3), operatorilor BEJ
de tipul I s¸i II s¸i obt¸inem urma˘toarele teoreme.
Teorema˘ 3.1. Daca˘ f, g ∈ C[a, b] s¸i x ∈ [a, b] este fixat, atunci inegalitatea

















m,n ((e1 − x)2; x)
)
are loc, pentru r > 0, a, b ≥ −1, n,m > 1.
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Teorema˘ 3.2. Daca˘ f, g ∈ C[a, b] s¸i x ∈ [a, b] este fixat, atunci inegalitatea

















n ((e1 − x)2; x)
)
are loc, pentru r, s > 0, a, b, c, d ≥ −1, n > 1.
Remarca˘ 3.1. Particularizaˆnd valorile indicilor ıˆn ecuat¸iile (2.2) s¸i (2.4), obt¸inem ine-
galita˘t¸ile Chebyshev-Gru¨ss corespunza˘toare operatorilor binecunoscut¸i ıˆn literatura˘. Momentele
de ordinul doi ıˆn cazurile particulare sunt prezentate ıˆn Tabelele 1− 5 din Anexa˘.
Daca˘ aplica˘m inegalitatea (1.4) operatorilor BEJ de tipul I s¸i II care nu reproduc funct¸iile
liniare, obt¸inem urma˘torul rezultat.
Teorema˘ 3.3. Pentru f, g ∈ C[a, b] s¸i x ∈ [a, b] fixat, urma˘toarea inegalitate are loc:





f ; 2 ·
√






T (e1, e1; x)
)
.
Diferent¸ele de mai sus sunt date de ecuat¸iile:
T (e1, e1; x) := R
(r,a,b)
m,n ((e1 − xe0)
2; x)− [R(r,a,b)m,n ((e1 − xe0)
1; x)]2,
respectiv
T (e1, e1; x) := R
(s,c,d;r,a,b)
n ((e1 − xe0)
2; x)− [R(s,c,d;r,a,b)n ((e1 − xe0)
1; x)]2.
Remarca˘ 3.2. Momentele de ordinul ıˆntaˆi s¸i diferent¸ele de tip T (e1, e1; x) pentru cazurile
particulare se rega˘sesc ıˆn Tabelele 6− 7 din Anexa˘.
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4 Anexa˘



































X(2n− 4a2 − 10a− 6) + (a+ 1)(a+ 2)










Mabn ((e1 − xe0)
2; x) :=
a2 + b2 + 2ab+ 5a+ 5b+ 6− 2n
(n + a+ b+ 2)(n+ a+ b+ 3)
· x2
−
2a2 + 2ab+ 8a + 2b+ 6− 2n
(n + a + b+ 2)(n+ a + b+ 3)
· x+
(a + 1)(a+ 2)























a2 + b2 + 2ab+ 5a+ 5b+ 6− nc− nc2
(nc+ a + b+ 2)(nc+ a + b+ 3)
· x2
−
(2a2 + 2ab+ 8a+ 2b+ 6− nc− nc2) · x+ (a + 1)(a+ 2)



















operatorul lui Lupas¸ V 0,0n ((e1 − xe0)
2; x) :=
X(2n2 − 6n) + 3n+ 1
n(n+ 2)(n+ 3)
[13]
Tabelul 1: Momentele de ordinul doi - partea I
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V α,βn ((e1 − xe0)
2; x) :=
α2 + β2 + 2αβ + 5α+ 5β + 6− 2n
(n + α+ β + 2)(n+ α + β + 3)
· x2
−
2α2 + 2αβ + 9α+ β + 6− 2n
(n + α+ β + 2)(n+ α + β + 3)
·x+
nα2 + 4nα + αβ + 3n+ α + β + 1




























Stancu cu parametri c
s¸i d
Q̺,c,dn ((e1 − xe0)
2; x) :=
c2 + d2 + 2cd+ 5c+ 5d+ 6− n̺− n̺2
(n̺+ c+ d+ 2)(n̺+ c+ d+ 3)
· x2
−
2c2 + 2cd+ 8c+ 2d+ 6− n̺− n̺2
(n̺+ c+ d+ 2)(n̺+ c+ d+ 3)
· x+
nc2 + 3nc+ nc̺+ n̺+ 2n+ c+ d+ cd+ 1

















operatorul Beta de a












































X(n− 6) + 2
(n+ 2)(n+ 3)
[12]
Tabelul 2: Momentele de ordinul doi - partea a II-a
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B−1,βn ((e1 − xe0)
2; x) :=
nX + (β + 1)(β + 2)x2










Bα,−1n ((e1 − xe0)
2; x) :=
nX + (α + 1)(α+ 2)(x− 1)2













Bα,βn ((e1 − xe0)
2; x) :=
α2 + β2 + 2αβ + 5α+ 5β + 6− n
(n+ α + β + 2)(n+ α + β + 3)
· x2 −
2α2 + 2αβ + 8α+ 2β + 6− n
(n+ α + β + 2)(n+ α + β + 3)
· x+
(α + 1)(α + 2)
















Tabelul 3: Momentele de ordinul doi - partea a III-a
Notat¸ie Denumire Momentul de ordinul doi Referint¸e
Dn = R
(∞,−,−)





















Tabelul 4: Momentele de ordinul doi - pentru operatori BEJ de primul tip
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(1 + α)(1 + λ)
[20]







F αn ((e1 − xe0)
2; x) :=
X(nα + α+ 2)

















n ((e1 − xe0)
2; x) :=
X(nα + nλ+ nαλ+ 1)
n(1 + α)(1 + λ)
[20]









1− 2 · x
n + 2
T (e1, e1; x) :=
(2 · n ·X + 1) · (n + 1)





−2 · x · (α + 1) + α+ 1
n + 2 · α+ 2
T (e1, e1; x) :=
X · (2 · n2 + 2 · n+ 2 · α · n) + 1 + n + 2α+ αn + α2
(n + 2α+ 2)2(n + 2α+ 3)
Mabn
Mabn ((e1 − xe0)
1; x) :=
a + 1− x · (a+ b+ 2)
n+ a+ b+ 2
T (e1, e1; x) :=
2nX(n+ b+ 1) + n · x2(b− a) + 1 + n + a+ b+ an+ ab




a + 1− x(a + b+ 2)
n · c+ a+ b+ 2
T (e1, e1; x) :=
X · n · c2(n · c+ a+ b+ n+ 2) + x · n · c(a + b)
(nc+ a + b+ 2)2(nc + a+ b+ 3)
−
10a2 + 5anc + 15a+ 3b+ 2a2nc + 3nc+ 2a2b+ 2a3 + 5ab+ 7
(nc+ a + b+ 2)2(nc+ a+ b+ 3)
V 0,0n




T (e1, e1; x) :=
2(n+ 1)(n2 ·X + n + 1)




α + 1− x · (α + β + 2)
n + α + β + 2
T (e1, e1; x) :=
2n3 + n2β + n2α + 2n2
(n+ α + β + 2)2(n+ α + β + 3)n
· x2
+
nα2 − 2n2 + n2α + 2nα− nβ2 − 2βn− 2n3 − 3n2β
(n+ α + β + 2)2(n+ α + β + 3)n
· x+
−2 − 4n− 3α− 3β − nα2 − 4αβ − 3αβn− α2 − β2 − 5nα− β2α− 3βn− 2n2 − α2β − 2n2α
n(n+ α + β + 2)2(n+ α + β + 3)
Tabelul 6: Diferent¸e de tipul T (e1, e1; x)- Partea I
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Notat¸ie Momentul de ordinul unu Diferent¸e de tipul T (e1, e1; x)
Qρ,c,dn
Qρ,c,dn ((e1 − xe0)
1; x) :=
c+ 1− x · (c+ d+ 2)
n · ρ+ c+ d+ 2
T (e1, e1; x) :=
2n2ρ2 + n3ρ2 + n2ρ2d+ n2cρ2 + n3ρ3
(nρ+ c+ d+ 2)2(nρ+ c+ d+ 3)n
· x2
−
−n2cρ+ n2dρ+ 2n2ρ2 + n3ρ2 + n2ρ2d+ n2cρ2 + n3ρ3
(nρ+ c+ d+ 2)2(nρ+ c+ d+ 3)n
· x+
−2− n− 4ncρ− 2cdnρ− n2ρ− nd− 3ρn− 3c− nc− 4cd− c2 − d2 − c2nρ
n(nρ+ c+ d+ 2)2(nρ+ c+ d+ 3)
+
−n2cρ− n2cρ2 − ncd− 3d− d2c− n2ρ2 − c2d− 2dnρ
n(nρ+ c+ d+ 2)2(nρ+ c+ d+ 3)
Bn, B
0,0




T (e1, e1; x) :=
X(n2 + 12n+ 24) + n + 1
(n+ 2)2(n+ 3)
B−1,βn
B−1,βn ((e1 − xe0)
1; x) :=
−x(β + 1)
n + β + 1
T (e1, e1; x) :=
n2 ·X + nβ + n
(n + β + 1)2(n+ β + 2)
Bα,−1n
Bα,−1n ((e1 − xe0)
1; x) :=
(α + 1)(1− x)
n + α+ 1
T (e1, e1; x) :=
n2 ·X − n · x(1 + α) + n+ n · α
(n + α+ 1)2(n+ α + 2)
Bα,βn
Bα,βn ((e1 − xe0)
1; x) :=
α+ 1− x(α + β + 2)
n+ α + β + 2
T (e1, e1; x) :=
X · n2 + nx(β − α) + α + β + αβ + αn+ n+ 1
(n+ α + β + 2)2(n+ α + β + 3)
Tabelul 7: Diferent¸e de tipul T (e1, e1; x)- Partea a II-a
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